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Teoria de Ramsey

Teoria de Ramsey é um ramo da combinatória que estuda a existência de
certas subestrututras em estruturas suficientemente grandes.

Teorema (Ramsey ’30)
Para todo grafo G, toda 2-coloração das arestas de um grafo completo
suficientemente grande, contém uma cópia monocromática de G.

Para G fixo, qual o menor tamanho de um grafo completo com essa
propriedade?

Número de Ramsey de G denotado por r(G).

Área ativa de pesquisa que continua a se expandir e ramificar em diversas
direções.
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Tamanho-Ramsey

Introduzido por Erdős, Faudree, Rousseau e Schelp em 1972.

O número do tamanho-Ramsey de um grafo G, denotado por r̂s(G), é o
menor inteiro m tal que existe um grafo H com m arestas tal que
qualquer s-coloração de E(H) contém uma cópia monocromática de G.

Pn: caminho em n vértices

r2(Pn) = Θ(n) =⇒ r̂2(Pn) = O(n2).

Teorema (Beck ’83 - probabiĺıstica; Alon–Chung ’88 - Construtiva)
r̂2(Pn) = Θ(n)

Teorema (Dudek, Pra lat ’17. Krivelevich ’19)
Para quaisquer s ≥ 2 cores, existem constantes c e C tais que

cs2n ≤ r̂s(Pn) ≤ Cs2(log s)n.
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Introduzido por Erdős, Faudree, Rousseau e Schelp em 1972.

O número do tamanho-Ramsey de um grafo G, denotado por r̂s(G), é o
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Grafos de grau limitado

Pergunta (Beck ’90)
Se H possui grau limitado, então r̂2(H) é linear no tamanho de H?

Teorema (Haxell, Kohayakawa,  Luczak ’95)
r̂2(Cn) = Θ(n)

Teorema (Friedman, Pippenger ’87)
Para qualquer ávore Tn de grau limitado, r̂2(Tn) = Θ(n).

Teorema (Rödl, Szemerédi ’00)
Existe uma faḿılia de grafos 3-regulares com n vértices, {Hn}n∈N,

onde r̂2(Hn) = Ω(n log1/60 n)

Teorema (Kohayakawa, Rödl, Schacht, Szemerédi ’11)
Para qualquer inteiro positivo ∆, existe uma constante c tal que:

r̂2(H) ≤ cn2−1/∆ log1/∆ n

para qualquer grafo H com n vértices e grau máximo ∆.
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Tamanho-Ramsey Grafos de grau limitado Linearidade do tamanho-Ramsey Potências de árvores - Ideia
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Tamanho-Ramsey Grafos de grau limitado Linearidade do tamanho-Ramsey Potências de árvores - Ideia

Linearidade do tamanho-Ramsey

Uma pergunta natural:
Quais são os grafos H tais que e(H) = m e temos que r̂2(H) = O(m)?

D. Clemens, M. Jenssen, Y. Kohayakawa, N. Morrison, G. O. Mota,
D. Reding, B. Roberts ’19

r̂2(P k
n ) = O(n)

J. Han, M. Jenssen, Y. Kohayakawa, G. O. Mota, B. Roberts ’19+

r̂s(P
k
n ) = O(n)
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Linearidade do tamanho-Ramsey

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonça, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, ∆, s, e para qualquer árvore T com
n-vértices e grau máximo limitado por ∆, temos que

r̂s(T
k) = Ok,∆,s(n).

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonça, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, ∆, s, e para qualquer grafo H com
n-vértices, grau máximo limitado por ∆ e treewidth k, temos que

r̂s(H) = Ok,∆,s(n).

Independentemente, 2 cores: Kamc̆ev, Liebenau, Wood, Yepremyan ’19+

• Segue que o ‘off-diagonal’ tamanho-Ramsey r̂(T k
1 , . . . , T

k
s ) é linear

em max1≤i≤s v(Ti) para árvores de grau limitado T1, . . . , Ts

• Existência de ‘partition universal graphs’ com O(n) arestas para a
faḿılia de potências T k de árvores com n vértices e ∆(T ) ≤ ∆.
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s ) é linear

em max1≤i≤s v(Ti) para árvores de grau limitado T1, . . . , Ts

• Existência de ‘partition universal graphs’ com O(n) arestas para a
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Ideia da prova

Indução no número s de cores

Lema (Passo de indução)

• Existe uma cópia monocromática de T k em Gr′{`′}, ou

• Existe um subgrafo H com “certas propriedades” tal que
Hr{`} ⊆ Gr′{`′} e essa cópia de Hr{`} usa no máximo s− 1 cores.
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Resultados recentes e problemas em aberto

Teorema (Clemens, Miralaei, Reding, Schacht, Taraz ’19+)
r̂2(Gn,n) ≤ n3+o(1) onde Gn,n é o grid n× n.

Pergunta: r̂2(Gn,n) = O(n2)?

E para hypergrafos?

Dudek, La Fleur, Mubayi, Rödl ’16: r̂2(P
(k)
n ) = O(n)?

Han, Kohayakawa, Mota, Parczyk ’19+: r̂2(P
(3)
n ) = O(n).

Obrigada!
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