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Teoria de Ramsey

Teoria de Ramsey é um ramo da combinatéria que estuda a existéncia de
certas subestrututras em estruturas suficientemente grandes.

Teorema (Ramsey '30)
Para todo grafo GG, toda 2-coloragdo das arestas de um grafo completo
suficientemente grande, contém uma cépia monocromética de G.
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Teorema (Ramsey '30)
Para todo grafo GG, toda 2-coloragdo das arestas de um grafo completo
suficientemente grande, contém uma cépia monocromética de G.

Para G fixo, qual o menor tamanho de um grafo completo com essa
propriedade?
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Teoria de Ramsey

Teoria de Ramsey é um ramo da combinatéria que estuda a existéncia de
certas subestrututras em estruturas suficientemente grandes.

Teorema (Ramsey '30)
Para todo grafo GG, toda 2-coloragdo das arestas de um grafo completo
suficientemente grande, contém uma cépia monocromética de G.

Para G fixo, qual o menor tamanho de um grafo completo com essa
propriedade?

Nidmero de Ramsey de G denotado por r(G).

Area ativa de pesquisa que continua a se expandir e ramificar em diversas
direcdes.
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Tamanho-Ramsey

Introduzido por Erdés, Faudree, Rousseau e Schelp em 1972.

O ndmero do tamanho-Ramsey de um grafo GG, denotado por 75(G), é o
menor inteiro m tal que existe um grafo H com m arestas tal que
qualquer s-coloracdo de E(H) contém uma cépia monocromética de G.

P,,: caminho em n vértices
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Tamanho-Ramsey

Introduzido por Erdés, Faudree, Rousseau e Schelp em 1972.

O ndmero do tamanho-Ramsey de um grafo GG, denotado por 75(G), é o
menor inteiro m tal que existe um grafo H com m arestas tal que
qualquer s-coloracdo de E(H) contém uma cépia monocromética de G.

P,,: caminho em n vértices

ro(Pp) = O(n) = 72(P,) = O(n?).

Teorema (Beck '83 - probabilistica; Alon—-Chung '88 - Construtiva)
Fa(Pp) = O(n)

Teorema (Dudek, Pratat '17. Krivelevich '19)
Para quaisquer s > 2 cores, existem constantes ¢ e C tais que

cs?n < 74(P,) < Cs?*(log s)n.
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Grafos de grau limitado

Pergunta (Beck '90)
Se H possui grau limitado, ent3o 7o(H) é linear no tamanho de H?
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Grafos de grau limitado
Pergunta (Beck '90)

Se H possui grau limitado, ent3o 7o(H) é linear no tamanho de H?

Teorema (Haxell, Kohayakawa, tuczak '95)
72(Cn) = O(n)
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Grafos de grau limitado
Pergunta (Beck '90)

Se H possui grau limitado, ent3o 7o(H) é linear no tamanho de H?

Teorema (Haxell, Kohayakawa, tuczak '95)
72(Cn) = O(n)

Teorema (Friedman, Pippenger '87)
Para qualquer dvore T), de grau limitado, #2(T;,) = ©(n).
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Grafos de grau limitado

Pergunta (Beck '90)
Se H possui grau limitado, ent3o 7o(H) é linear no tamanho de H?

Teorema (Haxell, Kohayakawa, tuczak '95)
72(Cn) = O(n)

Teorema (Friedman, Pippenger '87)
Para qualquer dvore T), de grau limitado, #2(T;,) = ©(n).

Teorema (RGdI, Szemerédi '00)
Existe uma familia de grafos 3-regulares com n vértices, {H, }nen,
onde 75 (H,) = Q(nlog'/% n)
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Grafos de grau limitado

Pergunta (Beck '90)
Se H possui grau limitado, ent3o 7o(H) é linear no tamanho de H?

Teorema (Haxell, Kohayakawa, tuczak '95)
72(Cn) = O(n)

Teorema (Friedman, Pippenger '87)
Para qualquer dvore T), de grau limitado, #2(T;,) = ©(n).

Teorema (RGdI, Szemerédi '00)
Existe uma familia de grafos 3-regulares com n vértices, {H, }nen,
onde 75 (H,) = Q(nlog'/% n)

Teorema (Kohayakawa, Rédl, Schacht, Szemerédi '11)
Para qualquer inteiro positivo A, existe uma constante c tal que:

Fo(H) < en®> V2 10g /2 n

para qualquer grafo H com n vértices e grau maximo A.
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Linearidade do tamanho-Ramsey

Uma pergunta natural:
Quais sdo os grafos H tais que e(H) = m e temos que 7o(H) = O(m)?

D. Clemens, M. Jenssen, Y. Kohayakawa, N. Morrison, G. O. Mota,
D. Reding, B. Roberts '19

#2(PY) = O(n)
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Linearidade do tamanho-Ramsey

Uma pergunta natural:
Quais sdo os grafos H tais que e(H) = m e temos que #2(H) = O(m)?

D. Clemens, M. Jenssen, Y. Kohayakawa, N. Morrison, G. O. Mota,
D. Reding, B. Roberts '19

P2(PF) = O(n)
J. Han, M. Jenssen, Y. Kohayakawa, G. O. Mota, B. Roberts '19+

7s(Py) = O(n)
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Linearidade do tamanho-Ramsey

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonga, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer arvore T' com
n-vértices e grau maximo limitado por A, temos que

fs(Tk) = Ok,A,s(n).
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Linearidade do tamanho-Ramsey

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonga, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer arvore T' com
n-vértices e grau maximo limitado por A, temos que

fs(Tk) = Ok,A,s(n).

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonca, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer grafo H com
n-vértices, grau maximo limitado por A e treewidth k, temos que

fs(H) = Ok7A7s(n).
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Linearidade do tamanho-Ramsey

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonga, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer drvore T' com
n-vértices e grau maximo limitado por A, temos que

fs(Tk) = Ok,A,s(n).

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonca, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer grafo H com
n-vértices, grau maximo limitado por A e treewidth k, temos que

fs(H) = Ok7A7s(n).

Independentemente, 2 cores: Kamdev, Liebenau, Wood, Yepremyan '19+
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Linearidade do tamanho-Ramsey

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonga, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer arvore T' com
n-vértices e grau maximo limitado por A, temos que

fs(Tk) = Ok,A,s(n).

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonca, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer grafo H com
n-vértices, grau maximo limitado por A e treewidth k, temos que

fs(H) = Ok7A7s(TL).

Independentemente, 2 cores: Kamcev, Liebenau, Wood, Yepremyan '19+

e Segue que o ‘off-diagonal’ tamanho-Ramsey #(TF, ..., T¥) é linear
em maxi<;<s v(1;) para drvores de grau limitado 11, ..., T
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Linearidade do tamanho-Ramsey

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonga, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer arvore T' com
n-vértices e grau maximo limitado por A, temos que

fs(Tk) = Ok,A,s(n).

Teorema (Berger, Kohayakawa, Maesaka, M., Mendonca, Mota, Parczyk)
Para quaisquer inteiros positivos k, A, s, e para qualquer grafo H com
n-vértices, grau maximo limitado por A e treewidth k, temos que

Ps(H) = Ok a,s(n).

Independentemente, 2 cores: Kamcev, Liebenau, Wood, Yepremyan '19+

e Segue que o ‘off-diagonal’ tamanho-Ramsey #(TF, ..., TF) é linear

? I S

em maxi<;<s v(7T;) para arvores de grau limitado 71, ..., T

e Existéncia de ‘partition universal graphs’ com O(n) arestas para a
familia de poténcias T* de drvores com n vértices e A(T) < A.
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|deia da prova

Considere um subgv,gf,o Gc G (An,p) omde p=cin.

G ¢ G(An,p)

v(G)=an e Al6)<b
G ¢ hLJum bled
G nio possu ciclos peguemos
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|deia da prova

Considere um subgr,gf,o Gc G (An,p) omde p=cin.

Tive a r'-esima potémca de 6.

G c G(An,p) G

v(G)=an e Al6)<b
G ¢ hLJum bled
G nio possu ciclos peguemos
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|deia da prova
Considere  um subgvg,o Gc G (An,p) omde p=cin.

Tive a r'-esima potémca de 6.

Considere o blow-up completo G(0) de G em 03 v, () vertices.

G c G(An,p) G

v(G)=an e Al6)<b
G ¢ hLJumBILJ
G nio possu ciclos peguemos
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|deia da prova

Considere  um subgvg,o Gc G (An,p) omde p=cin.
Tive a r'-esima potémca de 6.
Considere o blow-up completo G"(Jl‘) de G em 0> v, () vertices.

Remova uwm emparelhamento pevfeto entre cada par de  classes.

&'l

G c G(An,p) G

v(G)=an e Al6)<b
G ¢ hLJumBILJ
G nio possu ciclos peguemos
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|deia da prova

Considere  um subgvg,o Gc G (An,p) omde p=cin.
Tive a r'-esima potémca de 6.
Considere o blow-up completo G"(Jl‘) de G em 0> v, () vertices.

Remova uwm emparelhamento pevfeto entre cada par de  classes.

G c G(An,pP) G 6'(1) &'

viG)=on e Af6)<b
G ¢ hLJumbILJ Esse ¢ 0 wnosso ?fuybol
G nio possu ciclos peguemos
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|deia da prova

Indugdo no nimero s de cores
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|deia da prova

Indugdo no nimero s de cores

Lema (Passo de indugdo)

- 7 " e ’
e Existe uma cépia monocromatica de 7% em G™ {¢'}, ou

e Existe um subgrafo H com ‘“certas propriedades”’ tal que
H"™{¢} CG" {{'} e essa cépia de H"{{} usa no maximo s — 1 cores.
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|deia da prova

Vis3o gexal

G ¢ G(An,p) G
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|deia da prova

Gonsidere uma n-cdoragdo arbitraria de E(G7ILD)

G c G(An,p)
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|deia da prova

Considere wma n-coloracdo arbitraria de E(G'{21)
L Gomo cada classe tem v, (+) vévtices, cada classe contem um k, monocromitico

L Pelo memos v(e), desses grajos completos possuem a mesma Cor, digymos dzul.

G ¢ G(An,p) ’ G 11l
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|deia da prova

Considere wma n-coloracdo arbitraria de E(G'{21)
L Gomo cada classe tem v, (+) vévtices, cada classe contem um k, monocromitico

L Pelo memos v(e), desses grajos completos possuem a mesma Cor, digymos dzul.

G ¢ G(An,p) ’ G 11l

N(3) = verkices correspondenbes
9s  classes dzuis.
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|deia da prova

Considere wma n-coloracdo arbitraria de E(G'{21)
L Gomo cada classe tem v, (+) vévtices, cada classe contem um k, monocromitico

L Pelo memos v(e), desses grajos completos possuem a mesma Cor, digymos dzul.

G ¢ G(An,p) 6’ G 11l
Je 6" l/
V(3) = vevkices correspondembes xy € E(3) sse I k,, dzud
9s  classes d2wis.

entre a5 cligues Covrespomdentes .
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|deia da prova
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|deia da prova

Lema

1 2 expamsor ow I R 541196013(‘/'\"05 34.91\.415 de verdices com nemhuma
aresta embre eles en I

2 ¢ expansor
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|deia da prova

Lema

1 2 expmsor ow I L subcosjuntos gramdes de verhices com memhuma
gresta enbre eles em I,

2 €& expansor
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|deia da prova

Lema

1 2 expmsor ow I L subcosjuntos gramdes de verhices com memhuma
gresta enbre eles em I,

Z € expansor I T 43l que se Tec 3zl
ent3o 1 T ¢ G {2} d2ul

Fnzclm.;n—P.'PFemgw :T'c 3L2]
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|deia da prova

Lema

1 2 expmsor ow I L subcosjuntos gramdes de verhices com memhuma
gresta enbre eles em I,

Z € expansor I T 43l que se Tec 3zl
ent3o 1 T ¢ G {2} d2ul

F«zzdman—prpemaw :T'c 3L2]

6 ir)
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|deia da prova

Lema

1 2 expamsor ow I & subcoguntos grandes de verdices com nemhuma
gresta enbre eles em I,

2 ¢ expansor I T 4al gque se Te Izl
ertdo 1 T ¢ G {1} a2ul

F{i&dh"\éh‘?fpp&mg?/( : T'c 3L2]
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|deia da prova

Relembrando 0  cemirio gerdk ...

G c G(An,p) G G (4}
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|deia da prova
Relembrando 0  cemirio gerdk ...

Obtewos wm caminho ~ransversal P

2adn en 6

G c G(An,p) G G4}
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|deia da prova

1 2 e -+ 2aln
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|deia da prova

Porticione 0 caminho Ppy, em 2an cominkos de comprimento 1.

aln
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|deia da prova

Porticione 0 caminho Ppy, em 2an cominkos de comprimento 1.

aln

Consideve o Ta&o H com 2an vertices , @ ,.., Q

3

2an
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|deia da prova

Porticione 0 caminho Ppy, em 2an cominkos de comprimento 1.

aln

Considere o apo H com 2an vertices , @, ,.., @ e orestas @;Q; se e

] 2an

Somente se existe uma sresta emtre @ e Q) em G.
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|deia da prova
Pocticione © caminho Py, em 2an coaminhos de comprimento L.
Ve, @ e orestas @;Q; se e

Considere 0 qgvapo H com 2an verkices Q, 2am

Somente se existe uma sresta emtre @ e Q) em G.

Podemos ver W () como um su.bgra‘po de 6.
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|deia da prova

Pocticione o coaminho A em 2an caminhas de Comprimento £.

aln

Considere o apo H com 2an vertices Q ., @, e orestas @@ se e

Somente  se existe uma sresta emtre @ e Q) ew G.

v

Podemos ver H' (1) como um su.bgra‘fa de G".

2an-3
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|deia da prova

Quais restas de I podem estor presemtes em H'() ¢ G 7




Tamanho-Ramsey
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|deia da prova

Quais restas de T podem estor presembes em W) € 6" ?

Talvez nio  exisks nenuma aresta emtre verkices de @; e Q em 3.
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|deia da prova

Quais restas de I podem estor presentes em ) ¢ 6 ?

Talvez nio  exiska nenumd sreska  embre verkices de @, e Q em 3.

No pior ¢350, pode existiv wm empsrelhamento  emtce os vevkices.
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|deia da prova

N

Quais restas de I podem estor presentes em ) ¢ 6 ?

Talvez no exista nendwma areska  emtre verhices de @; e Q em 3.
No pior caso, pode exiskir wm emparelhamento  embre os vevkices.

= Existe uma chia do a Y ewn Gr‘ sevn avestas de I .
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|deia da prova

Quais restas de I podem estor presentes em ) ¢ 6 ?

Talvez no exista nenwma areska  emtre verbices de @ e Q en 3.
No pior ¢350, pode existiv wm empsrelhamento  emtce os vevkices.
= Existe uma ai;v;a do Z(.;Jo H'T0} em G sewn avestas de 3.

Kovari - Sos - Tuwan + Lovisz Locd lewmma => 3 wma copia de 'L} enn G {11
sem nenhuma  avesta 2wl
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|deia da prova

Quais restas de I podem estor presembes em H'() € 6" ?

Talvez nio  exisha nenhuma oresta  emire verkices de @ ¢ Q ew 3.
No pior ¢3s0, pode exiskir m emFyelhé\monJ'o embre os vevkices.
=> Existe uma Cé‘ai.a do graJo H{} owm G sem avestas de 3.

Kovari - Sos - Tuvan + Lovasz locd lewmma => 3 wma Cq{a@ de H'fﬂl e Gr‘“‘J
sem  nenhuma  avesta azud.

Provamos gque H & bijumbled (com os pardmetros cerbos) e Cordinuamos @
indugdo.



Tamanho-Ramsey Grafos de grau limitado Linearidade do tamanho-Ramsey Poténcias de arvores - Ideia

Resultados recentes e problemas em aberto

Teorema (Clemens, Miralaei, Reding, Schacht, Taraz '19+)
Fo(Gnn) < n3T°M) onde G,y é 0 grid n x n.

Pergunta: 72(G,.) = O(n?)?
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Resultados recentes e problemas em aberto

Teorema (Clemens, Miralaei, Reding, Schacht, Taraz '19+)
Fo(Gnn) < n3T°M) onde G,y é 0 grid n x n.

Pergunta: 72(G,.) = O(n?)?
E para hypergrafos?

Dudek, La Fleur, Mubayi, Rédl '16: #5(P{*)) = O(n)?
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Resultados recentes e problemas em aberto

Teorema (Clemens, Miralaei, Reding, Schacht, Taraz '19+)
Fo(Gnn) < n3T°M) onde G,y é 0 grid n x n.

Pergunta: 72(G,.) = O(n?)?
E para hypergrafos?

Dudek, La Fleur, Mubayi, Rédl '16: #5(P{*)) = O(n)?

Han, Kohayakawa, Mota, Parczyk '19+: fg(Pff)) = O(n).
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Resultados recentes e problemas em aberto

Teorema (Clemens, Miralaei, Reding, Schacht, Taraz '19+)
Fo(Gnn) < n3T°M) onde G,y é 0 grid n x n.

Pergunta: 72(G,.) = O(n?)?
E para hypergrafos?

Dudek, La Fleur, Mubayi, Rédl '16: #5(P{*)) = O(n)?

Han, Kohayakawa, Mota, Parczyk '19+: fg(P,SS)) = O(n).

Obrigada!
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