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Dado um conjunto 𝐴, uma partição consiste em dividir 𝐴 

em subconjuntos não-vazios 𝐴1,𝐴2,𝐴3,…,𝐴𝑘 , de modo 

que: 

i. 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ para 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘 e 𝑖 ≠ 𝑗; 

ii. 𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑘. 

 

PARTIÇÃO 



Dado um conjunto 𝐴, uma partição consiste em dividir 𝐴 

em subconjuntos não-vazios 𝐴1,𝐴2,𝐴3,…,𝐴𝑘 , de modo 

que: 

i. 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ para 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘 e 𝑖 ≠ 𝑗; 

ii. 𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑘. 

 

PARTIÇÃO 

Em grafos podemos ter problemas 

de partições em subconjuntos não 

necessariamente não-vazios dos 

conjuntos de vértices ou arestas. 



Os problemas de partições do conjunto de vértices de um 

grafo possuem aplicações bem interessantes, tais como: 

Problemas de agrupamento e detecção em redes sociais, 

biológicas e de transportes; 

No processamento de imagens; 

No desenvolvimento de sistemas VLSI;  

No “ranqueamento” de páginas web;  

Nos problemas de escalonamento de tarefas. 
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Formulado por Yang & Yuan (2006), um dado grafo        

𝐺 = (𝑉,𝐸) é dito admitir uma quase-bipartição (𝑆,𝐹) se o 

conjunto 𝑉 puder ser particionado em dois subconjuntos 

𝑆 e 𝐹, onde 𝑆 é um conjunto estável (ou independente) e 

𝐹 é um conjunto acíclico (i.e., induz uma floresta). 

QB: DEFINIÇÃO 
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𝐹 é um conjunto acíclico (i.e., induz uma floresta). 

QB: EXEMPLO 

𝑉 𝑆 𝐹 



Formulado por Yang & Yuan (2006), um dado grafo        

𝐺 = (𝑉,𝐸) é dito admitir uma quase-bipartição (𝑆,𝐹) se o 

conjunto 𝑉 puder ser particionado em dois subconjuntos 

𝑆 e 𝐹, onde 𝑆 é um conjunto estável (ou independente) e 

𝐹 é um conjunto acíclico (i.e., induz uma floresta). 

QB: CONDIÇÃO NECESSÁRIA 

Propriedade 1 [Yang e Yuan, 2006] 

Se um grafo 𝑮 admite uma quase-bipartição (𝑺, 𝑭), então 

𝑮 é 3-colorível. 



Formulado por Yang & Yuan (2006), um dado grafo        

𝐺 = (𝑉,𝐸) é dito admitir uma quase-bipartição (𝑆,𝐹) se o 

conjunto 𝑉 puder ser particionado em dois subconjuntos 

𝑆 e 𝐹, onde 𝑆 é um conjunto estável (ou independente) e 

𝐹 é um conjunto acíclico (i.e., induz uma floresta). 

OBSERVAÇÃO:  

Por vacuidade, o conjunto vazio satisfaz 

as propriedades de ser estável e acíclico 

e, portanto, podem ocorrer 𝑆 = ∅  ou 

𝐹 = ∅ . 

QB: OBSERVAÇÃO 



O problema é NP-completo, mesmo para grafos restritos 

a: 

i. diâmetro 3; 

ii. grau máximo 4; 

iii. grafos perfeitos. 

QB: COMPLEXIDADE 



O problema é NP-completo, mesmo para grafos restritos 

a: 

i. diâmetro 3; 

ii. grau máximo 4; 
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𝝎 𝑮 =  𝝌(𝑮) 

Menor número 

cromático. 

Tamanho da 

maior clique. 

QB: COMPLEXIDADE 



O problema é NP-completo, mesmo para grafos restritos 

a: 

i. diâmetro 3; 

ii. grau máximo 4; 

iii. grafos perfeitos. 

No entanto, polinomial  

para grafos cordais e 

cografos. 

 

QB: COMPLEXIDADE 



O problema é NP-completo, mesmo para grafos restritos 

a: 

i. diâmetro 3; 

ii. grau máximo 4; 

iii. grafos perfeitos. 

Qual a complexidade para grafos de 

distância-hereditária? 

QB: COMPLEXIDADE 



Introduzido por Howorka (1977), um grafo 𝐺  é dito 

distância-hereditária (DH) se para qualquer subgrafo 

induzido e conexo 𝐻 =  𝐺[𝑋] , a distância entre 

quaisquer dois vértices 𝑢 e 𝑣 de 𝑋 é a mesma tanto em 𝐻 

quanto em 𝐺. 

DH: CARACTERIZAÇÕES 



DH: 

Propriedade 3 [Bandelt e Mulder, 1986] 

Um grafo é DH se, e somente se, não possui buraco, casa, 

dominó e gema como subgrafos induzidos. 

Propriedade 2 [Howorka, 1977] 

Um grafo é DH se, e somente se, todo ciclo de comprimento 

no mínimo 5 tem uma ou mais diagonais que se cruzam. 

DH: CARACTERIZAÇÕES 



DH: ESTRUTURAS ESPECIAIS 

• Subgrafos que precisamos ter cuidado: 

𝑎 nunca irá 

compor 𝑆. 

𝑏 e 𝑐 ambos só 

podem pertencer a 

𝑆, e nenhum outro 

mais. 

b 

a 
c 

𝐻1 
𝐻2 



• Na verdade, listando apenas poucos! 

DH: MUITOS PROIBIDOS 



• Existem infinitos subgrafos proibidos para DH. 

 

𝐹0 𝐹1 

𝐹2 

𝐹𝑘 

DH: MUITOS, MUITOS MESMO! 



Teorema 

Seja 𝑮 um grafo DH que não contém 𝑯𝟏,𝑯𝟐 e 𝑲𝟒 como 

subgrafos induzidos, então 𝑮 admite uma quase-bipartição 

(𝑺, 𝑭). 

DH: UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE 

𝐻1 
𝐻2 

𝐾4 

Mas antes... 



Lema 1  

Sejam 𝑮  um grafo DH com uma quase-bipartição 

conhecida (𝑆,𝐹) e 𝑺′ ⊆ 𝑺, tal que ou |𝑺′| =  𝟏 ou qualquer 

par de vértices de 𝑺′ possui distância 2 em 𝑮. Se 𝑮 não 

contém 𝑯𝟏 e nem 𝑯𝟐 como subgrafos induzidos, então 

existe uma outra quase-bipartição 𝑺′′, 𝑭′′ , onde 𝑺′ ⊆ 𝑭′′. 

DH: MUDANDO NOS ESTÁVEIS 



Alguns aspectos da prova. 

 

 

 

 

 

 

 

𝑇1 𝑇2 

𝑇3 

𝑇4 

DH: PROVA DO LEMA 1 
𝑇5 



Alguns aspectos da prova. 

 

 

 

 

 

 

𝑇1 𝑇2 

𝑇3 

𝑇4 

𝑆′ 

DH: PROVA DO LEMA 1 
𝑇5 



Alguns aspectos da prova. 

 

 

 

 

 

 

𝑇1 𝑇2 

𝑇3 

𝑇4 

DH: PROVA DO LEMA 1 
𝑇5 



Alguns aspectos da prova. 

 

 

 

 

 

 

 

𝑇1 𝑇2 

𝑇3 

𝑇4 

Repetimos os passos de novo... 

e não ligue para ele! 

DH: PROVA DO LEMA 1 
𝑇5 



 

 

 

 

 

 

 

 

A demonstração segue do Lema 1, onde o mesmo é 

aplicado nos vértices estáveis na vizinhança de 𝐹′. 

Lema 2 

Sejam 𝑮  um grafo DH com uma quase-bipartição 

conhecida (𝑆,𝐹) e 𝑭′ ⊆ 𝑭, tal que ou |𝑭′| =  𝟏 ou qualquer 

par de vértices de 𝑭′ possui distância 2 em 𝑮. Se 𝑮 não 

contém 𝑯𝟐 e nem 𝑯𝟐 como subgrafos induzidos, então 

existe uma outra quase-bipartição 𝑺′′, 𝑭′′ , onde 𝑭′ ⊆ 𝑺′′. 

DH: MUDANDO NOS ACÍCLICOS 



Por Chang et al. (1997), considere 𝐺1 e 𝐺2 grafos DH com 

subconjuntos de vértices 𝑊1  e 𝑊2  chamados conjuntos 

gêmeos, respectivamente. Três operações são definidas: 

⨂: Operação Gêmeo Verdadeiro; 

⨁: Operação Anexar;  

⨀: Operação Gêmeo Falso. 

 

𝐺1 𝐺2 
𝑊1 𝑊2 

DH: ÁRVORE DE DECOMPOSIÇÃO 
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DH: ÁRVORE DE DECOMPOSIÇÃO 



• Qualquer grafo DH pode ser representado da forma de 

árvore binária fazendo uso das operações anteriores. 

DH: ÁRVORE DE DECOMPOSIÇÃO 



DH: PROVA DO TEOREMA 
Teorema 

Seja 𝑮 um grafo DH que não contém 𝑯𝟏,𝑯𝟐 e 𝑲𝟒 como 

subgrafos induzidos, então 𝑮 admite uma quase-bipartição 

(𝑺, 𝑭). 



 

 

 
 

Prova: Por indução no número de operações de uma 

árvore de composição para 𝐺.  

Base de indução: 

 

DH: PROVA DO TEOREMA 
Teorema 

Seja 𝑮 um grafo DH que não contém 𝑯𝟏,𝑯𝟐 e 𝑲𝟒 como 

subgrafos induzidos, então 𝑮 admite uma quase-bipartição 

(𝑺, 𝑭). 



Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 

𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 

DH: PROVA DO TEOREMA 



Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 

𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Estáveis 

Acíclicos 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Ambos 𝑊1 e 𝑊2 

não contêm 

vértices 

adjacentes em 𝐺. 

𝑲𝟒 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Considere 𝑊1 

induzido 

vértices não 

adjacentes em 

𝐺. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Contém 

subconjuntos 

constituídos por 

vértices isolados 

ou que 

distanciam dois 

entre si. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Assim, 

aplicamos o 

Lema 1 em todos 

os vértices de 𝑊1 

pertencentes a 𝑆. 

  

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Mas também é 

necessário 

mudar todos os 

vértices na 

vizinhança de 

dois vértices em 

𝑊1 que estejam 

𝐹, pondo-os em 

𝑆. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Mas se não for 

possível, temos 

𝑊2 induzindo 

subgrafo sem 

aresta e isso é 

fácil de ser 

resolvido como 

veremos  

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 Com alguma 

aresta teríamos  

𝑯𝟐. 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 No caso de 

parte de 𝑊2 

induzir 

subgrafos 

isolados, 

aplicamos o 

Lema 2 em 

todos os vértices 

pertencentes 𝐹. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Então... 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Caso ocorra 𝑊2 

induzindo 

algum 𝑃2 como 

subgrafo.  

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Se houver dois 

𝑃2 em 𝑊2, então 

𝑊1 é unitário, 

pois 𝐺 não 

contém 𝐻2. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Assim, 

aplicamos o 

Lema 2 em 

apenas um dos 

extremos em 𝐹, 

quando os 

vértices estão 

ambos em 𝐹 no 

𝑃2. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 

𝐺2 

Não ocorre 

por não 

conter 𝑯𝟐. 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 

𝐺2 

Então... 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Com apenas um 

𝑃2 em 𝑊2. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 
Não ocorre 

por não 

conter 𝑯𝟐. 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Assim, 

aplicamos o 

Lema 2 

novamente em 

apenas um dos 

extremos em 𝐹. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Não nos gera 

transtornos! 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Então... 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
O último caso,  

parte de 𝑊2 

induzindo 

algum 𝑃3 como 

subgrafo. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Existe apenas 

um vértice em 

𝑊1, visto que 𝐺 

não contém 𝑯𝟏. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Caso 

necessário, 

aplicamos 

juntamente os 

Lema 1 e Lema 

2, tal que os 

extremos do 𝑃3 

estejam em 𝐹. 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Se algum 

vértice é 

adjacente a dois 

vértices de 𝑊2 

em 𝐹, nós 

precisamos 

mudá-lo com o 

Lema 2.  

DH: PROVA DO TEOREMA 

Não é adjacente a 

nenhum vértice dos 

casos anteriores 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



𝐺1 𝐺2 𝑊1 𝑊2 
Por fim! 

DH: PROVA DO TEOREMA 

Passo indutivo: Última operação ⊗ 

 



Passo indutivo: 

Operação ⊕: Análoga à operação ⊗. 

Operação ⊙: Fácil! 

 

Logo, concluímos a prova 

DH: PROVA DO TEOREMA 



O problema aparenta ser polinomial para grafos DH, 

mas são necessários alguns refinamentos para 

construção do algoritmo; 

Estamos pensando na variação problema para esta 

mesma classe de grafos, que é a quase-bipartição 

(𝑆, 𝑇), onde 𝑇  é uma árvore. 
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