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@ O jogador que ao final tiver desenhado um tridngulo monocromaético
(azul ou vermelho) perde.

Amorim (Uni



@ O jogador que ao final tiver desenhado um tridngulo monocromaético
(azul ou vermelho) perde.

Amorim (Uni



(azul ou vermelho) perde.

@ O jogador que ao final tiver desenhado um tridngulo monocromaético

Amorim (Uni




(azul ou vermelho) perde.

@ O jogador que ao final tiver desenhado um tridngulo monocromaético

Amorim (Uni




@ O jogador que ao final tiver desenhado um tridngulo monocromaético
(azul ou vermelho) perde.

morim (Uni i 30 de Novembro de 2022 4 /35



@ O jogador que ao final tiver desenhado um tridngulo monocromaético
(azul ou vermelho) perde.

morim (Uni i 30 de Novembro de 2022 4 /35



@ O jogador que ao final tiver desenhado um tridngulo monocromaético
(azul ou vermelho) perde.

e Esse jogo pode terminar com um empate?
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Relacionando a Teoria de Grafos:
Definicao 1.1 (Grafo)

Par ordenado G = (V(G), E(G)) constituido por um conjunto de vértices

V(G) e um conjunto de arestas E(G) (pares de elementos distintos de
V(Q)).
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Relacionando a Teoria de Grafos:
Definicao 1.1 (Grafo)

Par ordenado G = (V(G), E(G)) constituido por um conjunto de vértices
V(G) e um conjunto de arestas E(G) (pares de elementos distintos de

V(G)).

4

Defini¢ao 1.2 (Grafo Completo)

E um grafo em que cada par de vértices distintos € unido por uma aresta
(K, é o grafo completo com n vértices).

4
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Relacionando a Teoria de Grafos:
Definicao 1.1 (Grafo)

Par ordenado G = (V(G), E(G)) constituido por um conjunto de vértices
V(G) e um conjunto de arestas E(G) (pares de elementos distintos de

V(G)).

v

Defini¢ao 1.2 (Grafo Completo)

E um grafo em que cada par de vértices distintos € unido por uma aresta
(K, é o grafo completo com n vértices).

AR

Figura: Da esquerda para a direita: grafos Ko, K3, K4 e K.
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Definigao 1.3

Uma 2-coloracao das arestas de um grafo G é uma atribuicao de duas
cores as arestas de G.




Definigao 1.3

Uma 2-coloragao das arestas de um grafo G € uma atribuicao de duas
cores as arestas de G.

Exemplo:

LA AN
U A

Figura: 2-coloragoes de K5 e Kg
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Definigao 1.3
Uma 2-coloragao das arestas de um grafo G € uma atribuicao de duas

cores as arestas de G.

N
\ NN

o—0
Figura: 2-coloragoes de K5 e Kg

Exemplo:

Defini¢ao 1.4 (Namero de Ramsey)

R(k) € o menorn € N tal que toda 2-coloragao das arestas de K,, contém
uma copia monocromdtica de Kj,.
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Definigao 1.3

Uma 2-coloragao das arestas de um grafo G € uma atribuicao de duas
cores as arestas de G.

I, AN
U NAY

BN
Figura: 2-coloragoes de K5 e Kg

Exemplo:

Defini¢ao 1.4 (Namero de Ramsey)

R(k) € o menorn € N tal que toda 2-coloragao das arestas de K,, contém
uma copia monocromdtica de Kj,.

Exemplo: R(2) =2
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Verificando que R(3) = 6

> Ha pelo menos 3 arestas com a mesma cor (azul ou vermelha) incidindo
em um vértice:

> Olhando apenas os vértices que possuem arestas incidentes com a
mesma cor, vemos que existe um tridngulo monocromatico!

Amorim (Unive: ade Federal Método Probabilisti 30 de Novembro de 2022 7 /35



Verificando que R(3) = 6

> Ha pelo menos 3 arestas com a mesma cor (azul ou vermelha) incidindo
em um vértice:

> Olhando apenas os vértices que possuem arestas incidentes com a
mesma cor, vemos que existe um tridngulo monocromatico!

Amorim (Unive: ade Federal Método Probabilistico 30 de Novembro de 2022 7 /35



Verificando que R(3) = 6

> Ha pelo menos 3 arestas com a mesma cor (azul ou vermelha) incidindo
em um vértice:

> Olhando apenas os vértices que possuem arestas incidentes com a
mesma cor, vemos que existe um tridngulo monocromatico!

Amorim (Unive: ade Federal Método Probabilistico 30 de Novembro de 2022 7 /35



Verificando que R(3) = 6

> Ha pelo menos 3 arestas com a mesma cor (azul ou vermelha) incidindo
em um vértice:

> Olhando apenas os vértices que possuem arestas incidentes com a
mesma cor, vemos que existe um tridngulo monocromatico!

Amorim (Unive: ade Federal Método Probabilistico 30 de Novembro de 2022 7 /35




Método Probabilistico

étodo Probabili:



Método Probabilistico

e Método para provar teoremas;
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Método Probabilistico

e Método para provar teoremas;

e Se baseia na ideia: Se um evento ocorre com probabilidade
positiva, entao tal evento é nao vazio.
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Teorema 1 (Erdds, 1947)
Para todo k = 3 inteiro, temos R(k) > /2,
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Teorema 1 (Erdds, 1947)
Para todo k = 3 inteiro, temos R(k) >

okl2

Ideia da Prova: Paran = [2k/ 2|, mostrar que existe uma 2-coloracdo das
arestas de K,, que nao contém K} monoy.
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Teorema 1 (Erdds, 1947)

Para todo k = 3 inteiro, temos R(k) > ok/2.

Ideia da Prova: Paramn = |_2k/ 2], mostrar que existe uma 2-coloragao das
arestas de K,, que nao contém K} monoy.

> Tomamos uma 2-coloracao aleatoria das arestas de K.
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Ideia da Prova: Paramn = |_2k/ 2], mostrar que existe uma 2-coloragao das
arestas de K,, que nao contém K} monoy.

> Tomamos uma 2-coloracao aleatoria das arestas de K.

> Provamos que com probabilidade positiva essa 2-coloragdao nao contém
K. monoy.
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Teorema 1 (Erdds, 1947)
k/2

Para todo k = 3 inteiro, temos R(k) > 2"'°.

Ideia da Prova: Paramn = |_2k/ 2], mostrar que existe uma 2-coloragao das
arestas de K,, que nao contém K} monoy.

> Tomamos uma 2-coloracao aleatoria das arestas de K.

> Provamos que com probabilidade positiva essa 2-coloragdao nao contém
K. monoy.

> Assim, existe uma 2-coloragdo de K,, que ndo contém K} monoy,
portanto R(k) > ohl2
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Teorema 1 (Erdds, 1947)

Para todo k = 3 inteiro, temos R(k) > /2,

Ideia da Prova: Paramn = |_2k/ 2], mostrar que existe uma 2-coloragao das
arestas de K,, que nao contém K} monoy.

> Tomamos uma 2-coloracao aleatoria das arestas de K.

> Provamos que com probabilidade positiva essa 2-coloragdao nao contém
K. monoy.

> Assim, existe uma 2-coloragdo de K,, que ndo contém K} monoy,
portanto R(k) > ohl2

Obs.:

Clique: Conjunto de vértices tal que quaisquer dois vértices distintos sao
adjacentes.

> Clique monocromatica = todas as arestas entre os vértices da clique
possuem a mesma cor.
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Prova:

> Colorir as arestas de K, de azul ou vermelho de forma independente
e aleatéria com probabilidade =.

2

Amorim (Uni




Prova:
> Colorir as arestas de K, de azul ou vermelho de forma independente

e aleatéria com probabilidade ok

> Para cada clique A € V(K,,) com k vértices, note que:
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Prova:
> Colorir as arestas de K, de azul ou vermelho de forma independente

e aleatéria com probabilidade ok

> Para cada clique A € V(K,,) com k vértices, note que:

» ha (’;) arestas entre os vértices de A;

k
2

(1/2)( ) =

(8,
a2 <o)

i

P(A é monoy vermelha)

P(A & monox azul)
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Prova:
> Colorir as arestas de K, de azul ou vermelho de forma independente

e aleatéria com probabilidade ok

> Para cada clique A € V(K,,) com k vértices, note que:

» ha (’;) arestas entre os vértices de A;

k
2

(1/2)( ) =

(8,
a2 <o)

P(A é monoy vermelha) ;

P(A é monox azul)

> Probabilidade de A ser monoy é:

Alicia Amorim (Universidade Federal Método Probabilistico 30 de Novembro de 2022 10 /35



Prova:
> Colorir as arestas de K, de azul ou vermelho de forma independente

e aleatéria com probabilidade ok

> Para cada clique A € V(K,,) com k vértices, note que:

» ha (g) arestas entre os vértices de A;

k
2

(1/2)( ) =

(8,
a2 <o)

P(A é monoy vermelha) ;

P(A é monox azul)

> Probabilidade de A ser monoy é:

> Probabilidade de existir uma clique monoy de tamanho k em K,, é no
mAaximo:
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> Sen = [2"%] (nf < 2k2/2),

n 1-(k n 1 k(k=1)
k 92 (2) < ] .92 2
B 21+k/2
= A <1
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n 1-(k n 1 k(k=1)
k 2 (2) < F .92 2
21+k/2
= T <!
> Segue dai que:
P(A clique monox em K,) = 1-P(3 clique monoy em K,)
> 0.
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k
n 1-(* n 1 k(k=1)
k 2 (2) < F .92 2
21+k/2
= A <1
> Segue dai que:
P(A clique monox em K,,) = 1—-P(3 clique monox em K,)

> 0.

> Logo, existe uma 2-coloracao de K,,, com n = |_2k/ %], que nio possui
uma clique monoy de tamanho k.
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k
n 1—(* n 1 klk=1)
(k).z DRSS
21+k/2
= A <1
> Segue dai que:
P(A clique monox em K,) = 1-P(3 clique monox em K,)

> 0.

> Logo, existe uma 2-coloracao de K,,, com n = |_2k/ %], que nio possui
uma clique monoy de tamanho k.

> Portanto, R(k) > o2,
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Método do Primeiro Momento

Defini¢ao 2.1 (Variavel Aleatoria)

Uma variavel aleatoria X em um espaco de probabilidade (2, P) € uma
funcao real X : Q2 - R.
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Método do Primeiro Momento

Defini¢ao 2.1 (Variavel Aleatoria)

Uma variavel aleatoria X em um espaco de probabilidade (2, P) € uma
funcao real X : Q2 - R.

v

Definigao 2.2 (Esperanga ou Primeiro Momento)

E a média ponderada dos valores que X pode assumir:
E[X]=) k-P(X =k).
k=0

~ X ¢ uma variavel aleatdria inteira nao negativa.
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Método do Primeiro Momento

e Consiste em calcular a esperanga (primeiro momento) de uma va-
riavel aleatoria;




Método do Primeiro Momento

e Consiste em calcular a esperanga (primeiro momento) de uma va-
riavel aleatéria;

o Concluir que com probabilidade positiva, deve existir um elemento
w € N tal que X (w) é tao grande quanto E[ X ].
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Método do Primeiro Momento

e Consiste em calcular a esperanga (primeiro momento) de uma va-
riavel aleatéria;

o Concluir que com probabilidade positiva, deve existir um elemento
w € N tal que X (w) é tao grande quanto E[ X ].

De modo Simplificado:

e Se E[X] = ¢, entdo
P(X =t)>0.

e Pelo Método Probabilistico, o evento {X (w) = ¢t} é nao vazio.
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Aplicacao: Conjuntos Livres de Soma

Teorema 2 (Erdés)

Se A é um congunto de m inteiros positivos, entao existe B € A tal que
|B| >n/3 e B é livre de soma.
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Aplicacao: Conjuntos Livres de Soma

Teorema 2 (Erdés)

Se A é um congunto de m inteiros positivos, entao existe B € A tal que
|B| >n/3 e B é livre de soma.

Defini¢ao 2.3 (Conjunto Livre de Soma)

Um conjunto A € 7Z € dito livre de soma quando x+y ¢ A, para quaisquer
z,y € A (definido de forma andloga em Z,).

v
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Teorema 3 (Erdés)

Se A é um congunto de m inteiros positivos, entao existe B € A tal que
|B| >n/3 e B é livre de soma.
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Teorema 3 (Erdés)

Se A € um conjunto de n inteiros positivos, entao existe B € A tal que
|B| >n/3 e B é livre de soma.

Ideia da Prova:

> Considere um conjunto Z onde |Z| > 2max A.
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Teorema 3 (Erdds)

Se A é um congunto de m inteiros positivos, entao existe B € A tal que
|B| >n/3 e B é livre de soma.

Ideia da Prova:

> Considere um conjunto Z onde |Z| > 2max A.

> Considere C € Z livre de soma com |C| > |Z]|/3: ™ : '
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Teorema 3 (Erdés)

Se A é um congunto de m inteiros positivos, entao existe B € A tal que
|B| >n/3 e B € livre de soma.

Ideia da Prova:

> Considere um conjunto Z onde |Z| > 2max A.

> Considere C € Z livre de soma com |C| > |Z]|/3: ™ | !

C

> Devemos associar os elementos de A aos elementos Z de maneira que:

» O mapa de A em Z ¢é injetivo;

» Elementos mapeados em um conjunto livre de soma em Z formam um
conjunto livre de soma em A.
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Teorema 3 (Erdés)

Se A é um congunto de m inteiros positivos, entao existe B € A tal que
|B| >n/3 e B € livre de soma.

Ideia da Prova:

> Considere um conjunto Z onde |Z| > 2max A.

I ' L ]

C

> Devemos associar os elementos de A aos elementos Z de maneira que:

> Considere C' € Z livre de soma com |C| > |Z]/3:

» O mapa de A em Z ¢é injetivo;
» Elementos mapeados em um conjunto livre de soma em Z formam um
conjunto livre de soma em A.

> Se existe um mapa uniforme que satisfaz estas condigGes, o niimero
esperado de elementos de A mapeados em C é > | A|/3.
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Teorema 3 (Erdés)

Se A é um congunto de m inteiros positivos, entao existe B € A tal que
|B| >n/3 e B € livre de soma.

Ideia da Prova:

> Considere um conjunto Z onde |Z| > 2max A.

C

> Devemos associar os elementos de A aos elementos Z de maneira que:

> Considere C' € Z livre de soma com |C| > |Z]/3:

» O mapa de A em Z ¢é injetivo;
» Elementos mapeados em um conjunto livre de soma em Z formam um
conjunto livre de soma em A.

> Se existe um mapa uniforme que satisfaz estas condigoes, o nimero
esperado de elementos de A mapeados em C é > | A|/3.

> Logo, existe B € A tal que |B| > |A]/3 e B ¢ livre de soma.
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Prova:

> Considere Z,, com p primo da forma p = 3k + 2, suficientemente
grande, tal que p > 2 - mazxA.




Prova:

> Considere Z,, com p primo da forma p = 3k + 2, suficientemente
grande, tal que p > 2 - mazxA.

> Considere C = {k+ 1,k +2,--- k+ (k+1)} € Z,.
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Prova:

> Considere Z,, com p primo da forma p = 3k
grande, tal que p > 2 - mazxA.

> Considere C ={k+1,k+2,--- k+(k+1)} S Z
> Temos:
» |Cl=k+1>1Z,|/3;

» C ¢ livre de soma.
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Prova:

> Considere Z,, com p primo da forma p = 3k + 2, suficientemente
grande, tal que p > 2 - mazxA.

> Considere C = {k+ 1,k +2,--- k+ (k+1)} € Z,.
> Temos:

» |Cl=k+1>1Z,|/3;

» C ¢é livre de soma.

> Considere o mapa aleatério

fiA — 7,

a +— t-amodp

* . .
onde t € Zp ¢é escolhido uniformemente ao acaso.
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.

» Se x,y € A, com x # v,

f(@) = f(y)
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» Se x,y € A, com x # v,

f(x)=f(y)=>t-z=t-y modp
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.

» Se x,y € A, com x # v,
f@)=fy)=t-z=t-y modp=z=y modp I

€3 Se f(L) élivre de soma, L € A = L ¢ livre de soma.
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.

» Se x,y € A, com x # v,

f@)=fly)=t-z=t-y modp=z=y modp

€3 Se f(L) élivre de soma, L € A = L ¢ livre de soma.
» Sex,y€ Lex+y=z€L
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.
» Se x,y € A, com x # v,
f@)=fly)=t-z=t-y modp=z=y modp
€3 Se f(L) élivre de soma, L € A = L ¢ livre de soma.
» Sex,y€ Lex+y=z€ L,entdot-x+t-y=t-zmod p.
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.
» Se x,y € A, com x # v,
fl@)y=f(y)=>t-x=t-y modp=x=y modp J
€3 Se f(L) élivre de soma, L € A = L ¢ livre de soma.

» Sex,y€ Lex+y=z€ L,entdot-x+t-y =t-zmod p. Contradigao,
pois f(L) é livre de soma em Z,,. O
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.

» Sexz,y € A, com x # y,
flx)=fyy=t-x=t-y modp=x =y modp 4

(3 Se f(L) & livre de soma, L € A = L ¢ livre de soma.
» Sex,y€ Lex+y=z€ L,entdot-x+t-y =t-zmod p. Contradigao,
pois f(L) é livre de soma em Z,,. O

> Para todo x € Z;,

P(x € Im(f)) =777
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.

» Se x,y € A, com x # vy,
fl@)y=f(y)=>t-x=t-y modp=x=y modp J

€3 Se f(L) élivre de soma, L € A = L ¢ livre de soma.
» Sex,y€ Lex+y=z€ L,entdot-x+t-y =t-zmod p. Contradigao,
pois f(L) é livre de soma em Z,,. O

> Para todo x € Z;,
||

-1
> Como p = 3k + 2, |C’|>p

3
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.

» Se x,y € A, com x # vy,
fl@)y=f(y)=>t-x=t-y modp=x=y modp J

€3 Se f(L) élivre de soma, L € A = L ¢ livre de soma.
» Sex,y€ Lex+y=z€ L,entdot-x+t-y =t-zmod p. Contradigao,
pois f(L) é livre de soma em Z,,. O

> Para todo x € Z;,

P(x € Im(f)) = |—|1

p—1

> Como p =3k +2, |C| > 3

> Entao,

Bl 1m(f)nCl)= 225 (0]
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> Note que
(3 f ¢ injetivo.

» Se x,y € A, com x # vy,
fl@)y=f(y)=>t-x=t-y modp=x=y modp J

€3 Se f(L) élivre de soma, L € A = L ¢ livre de soma.
» Sex,y€ Lex+y=z€ L,entdot-x+t-y =t-zmod p. Contradigao,
pois f(L) é livre de soma em Z,,. O

> Para todo x € Z;,

P(x € Im(f)) = u

p—1

p—1
3

> Como p =3k +2, |C| >

> Entao,

|A| Al p=1_ A

E[lIm(f) N Cl1= 225 10] > -2 Lot -

p—1 3 3
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> Logo, existe
fo A — Zp
a + tlp-a modp

A
com tg EZ tal que |[Im(fo) N C| > — | |
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> Logo, existe
fo A — Zp
a + top-a modp

A
com tg EZ tal que |[Im(fo) N C| > — | |

> Considerando B = {a € A | fo(a) € C}, entao:
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> Logo, existe
fo A — Zp
a + top-a modp

A
com tg EZ tal que |[Im(fo) N C| > — | |

> Considerando B = {a € A | fo(a) € C}, entao:

» B ¢é livre de soma;

v 1Bl >4l IAI
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Método do Segundo Momento (E[ X 2])

Alicia Amorim (Universidade Federal Método Probabilistico



Método do Segundo Momento (E[ X 2])

o Em algumas aplicagbes nao seré suficiente calcular a esperanca de
X.
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Método do Segundo Momento (E[X2])

e Em algumas aplicagoes nao serd suficiente calcular a esperanca de
X.

o Em muitos desses casos, é suficiente provar que com alta probabili-
dade X é concentrada em torno da sua média (Chebyshev).
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Método do Segundo Momento (E[X2])

e Em algumas aplicagoes nao serd suficiente calcular a esperanca de
X.

o Em muitos desses casos, é suficiente provar que com alta probabili-
dade X é concentrada em torno da sua média (Chebyshev).

o Para tal é necessério estimar o segundo momento.
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Proposigao 3.1 (Linearidade da Esperanga)

Para quaisquer duas varidveis aleatdrias X eY e quaisquer nimeros reais
a e b, temos que E[aX + bY ] = aE[ X ] + bE[Y].
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Proposigao 3.1 (Linearidade da Esperanga)

Para quaisquer duas varidveis aleatdrias X eY e quaisquer nimeros reais

a e b, temos que E[aX + bY ] = aE[ X ] + bE[Y].

Definigao 3.1

A variancia de uma varidvel aleatoria X € definida por

Var(X) := E[(X - E[X])*]
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Proposigao 3.1 (Linearidade da Esperanga)

Para quaisquer duas varidveis aleatdrias X eY e quaisquer nimeros reais

a e b, temos que E[aX + bY ] = aE[ X ] + bE[Y].

v

Definigao 3.1

A variancia de uma varidvel aleatoria X € definida por

Var(X) := E[(X - E[X])’] = E[X*] - E[X]*.
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Proposigao 3.1 (Linearidade da Esperanga)

Para quaisquer duas varidveis aleatdrias X eY e quaisquer nimeros reais

a e b, temos que E[aX + bY ] = aE[ X ] + bE[Y].

v

Definigao 3.1

A varincia de uma varidvel aleatéria X € definida por

Var(X) := E[(X - E[X])’] = E[X*] - E[X]*.

Proposi¢ao 3.2 (Desigualdade de Chebyshev)

Se X € uma varidvel aleatoria e A > 0, entdo

4
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Aplicagao: Triangulos em G(n,p)

Teorema 4
Se p > 1/n, entao P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — oo. J
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Aplicagao: Triangulos em G(n,p)

Teorema 4

Se p > 1/n, entio P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — oo.

Definigao 3.2

Para algum p = p(n), dizemos que um evento em G(n,p) ocorre com alta

probabilidade se a probabilidade de tal evento (na distribui¢ao G(n,p))
converge para 1 quando n — 0.

v
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Aplicagao: Triangulos em G(n,p)

Teorema 4
Se p > 1/n, entio P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — oo.

Definigao 3.2

Para algum p = p(n), dizemos que um evento em G(n,p) ocorre com alta
probabilidade se a probabilidade de tal evento (na distribui¢ao G(n,p))
converge para 1 quando n — 00,

V.

Definicao 3.3 (Grafo Aleatorio de Erdds e Rényi)

Definimos G(n,p) como o grafo aleatério com n vértices obtido ao adi-
cionarmos uma aresta entre cada par de vértices V(G(n,p)) de forma
aleatoria e independente com probabilidade p, p € [0,1] e n € N.

V.
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Observagoes:

e G(n,p) ndo é exatamente um grafo;
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Observagoes:

grafo);

e G(n,p) ndo é exatamente um grafo;

e G(n,p) é uma distribuicao de probabilidade (mas tratamos como
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Observagoes:

e G(n,p) ndo é exatamente um grafo;

e G(n,p) é uma distribuicao de probabilidade (mas tratamos como
grafo);

Exemplo: Temos que,
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Observagoes:

e G(n,p) ndo é exatamente um grafo;

e G(n,p) é uma distribuicao de probabilidade (mas tratamos como
grafo);

Exemplo: Temos que,

P(G4p) = <) =p°
P(Gp) =] ])=p'1-p?
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Observagoes:

e G(n,p) ndo é exatamente um grafo;

e G(n,p) é uma distribuicao de probabilidade (mas tratamos como
grafo);

Exemplo: Temos que,

P(G4p) = <) =p°
P(Gp) =] ])=p'1-p?

o Probabilidade de um grafo com n vértices e m arestas ser escolhido
em G(n,p):

P (1 - p))m,
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Definicao 3.4

Dado um evento A € (), definimos a varidvel indicadora do evento A
como a varidvel aleatoria 1 4 tal que para cada w € €,

14(w) 1, sew € A;
A\W) = ..
0, caso contrdrio.

Observagao: E[14] = P(A).
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Definicao 3.4

Dado um evento A € (), definimos a varidvel indicadora do evento A
como a varidvel aleatoria 1 4 tal que para cada w € €,

14(w) 1, sew € A;
A\W) = ..
0, caso contrdrio.

Observagao: E[14] = P(A).

Exemplo: Seja S € V(G(n,p)), com |S| =3, ¢ Xg = L{s s uma ctique}-

Alicia Amorim (Universidade Federal Método Probabilistico 30 de Novembro de 2022 25 /35



Definigao 3.4

Dado um evento A € ), definimos a varidvel indicadora do evento A
como a varidvel aleatoria 1 4 tal que para cada w € €,

1a(w) 1, sew € A;
A\W) = L.
0, caso contrdrio.

Observagao: E[14] = P(A).

Exemplo: Seja S € V(G(n,p)), com |S| =3, ¢ Xg = L{s s uma ctique}-
Entdo, E[ Xg] = 777
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Definicao 3.4

Dado um evento A € (), definimos a varidvel indicadora do evento A
como a varidvel aleatoria 1 4 tal que para cada w € €,

1, sew € A;

La(w) =
0, caso contrdrio.

Observagao: E[14] = P(A).

Exemplo: Seja S € V(G(n,p)), com |S| =3, ¢ Xg = L{s s uma ctique}-
Entao, E[Xg] = P’

Exemplo: Se X é a variavel aleatoria que conta o nimero de tridngulos
em G(n,p).
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Definicao 3.4

Dado um evento A € (), definimos a varidvel indicadora do evento A
como a varidvel aleatoria 1 4 tal que para cada w € €,

1, sew € A;

0, caso contrdrio.

1a(w) = {

Observagao: E[14] = P(A).

Exemplo: Seja S € V(G(n,p)), com |S| =3, ¢ Xg = L{s s uma ctique}-
Entao, E[Xg] = P’

Exemplo: Se X é a variavel aleatoria que conta o nimero de tridngulos
em G(n,p). Entao X = Z Xg
[S1=3
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Definicao 3.4

Dado um evento A € (), definimos a varidvel indicadora do evento A
como a varidvel aleatoria 1 4 tal que para cada w € €,

1, sew € A;

1a(w) = {

0, caso contrdrio.

Observagao: E[14] = P(A).

Exemplo: Seja S € V(G(n,p)), com |S| =3, ¢ Xg = L{s s uma ctique}-
Entao, E[Xg] = P’

Exemplo: Se X é a variavel aleatoria que conta o nimero de tridngulos
em G(n,p). Entao X = Z Xge
[S1=3
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Definigao 3.4

Dado um evento A € (), definimos a varidvel indicadora do evento A
como a varidvel aleatoria 1 4 tal que para cada w € €,

1, sew € A;

1a(w) = {

0, caso contrdrio.

Observagao: E[14] = P(A).

Exemplo: Seja S € V(G(n,p)), com |S| =3, ¢ Xg = L{s s uma ctique}-
EHtaO, E[Xs] =

Exemplo: Se X é a variavel aleatoria que conta o nimero de tridngulos
em G(n,p). Entao X = Z Xg e

1S]=3
E[X] = { > XS} = ) E[Xs]= (g)p?’ = nSp°.
|S|=3 |S|=3
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Notacoes Assintoticas

Defini¢ao 3.5
Escrevemos f(n) > g(n) quando 111101o % = 00
Definic¢ao 3.6
Escrevemos f(n) << g(n) quando linolo % = (0.
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Teorema 5
Se p > 1/n, entao P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — co.




Teorema 5
Se p > 1/n, entao P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — co.

Prova:

> X = variavel aleatoria que conta o nimero de triangulos em G(n,p).




Teorema 5
Se p > 1/n, entio P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — oo. J

Prova:
> X = variavel aleatoria que conta o nimero de triangulos em G(n,p).

> Observe que P(K3 € G(n,p)) =P(X = 1).
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Teorema 5
Se p > 1/n, entio P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — oo. J

Prova:
> X = variavel aleatoria que conta o nimero de triangulos em G(n,p).

> Observe que P(K3 € G(n,p)) =P(X = 1).

> Como p > 1/n, np > 1. Logo, quando n — 00,

E[X] = (g) 2 (%)3 — 00.
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Teorema 5
Se p > 1/n, entio P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — oo. J

Prova:
> X = variavel aleatoria que conta o nimero de triangulos em G(n,p).

> Observe que P(K3 € G(n,p)) =P(X = 1).
> Como p > 1/n, np > 1. Logo, quando n — 00,
L 3 np\3
E[X] = (3> e (?) - 0.

> Isto ndo implica que com alta probabilidade temos um tridngulo!
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Teorema 5
Se p > 1/n, entio P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — oo. J

Prova:
> X = variavel aleatoria que conta o nimero de triangulos em G(n,p).

> Observe que P(K3 € G(n,p)) =P(X = 1).
> Como p > 1/n, np > 1. Logo, quando n — 00,
L 3 np\3
E[X] = (3> e (?) - 0.

> Isto ndo implica que com alta probabilidade temos um tridngulo!

> Devemos usar Chebyshev para mostrar que o evento ruim {X = 0}
ocorre com probabilidade tendendo a zero.
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Teorema 5
Se p > 1/n, entio P(K3 € G(n,p)) = 1 quando n — oo. J

Prova:
> X = variavel aleatoria que conta o nimero de triangulos em G(n,p).

> Observe que P(K3 € G(n,p)) =P(X = 1).

> Como p > 1/n, np > 1. Logo, quando n — 00,

E[X] = (g) 2 (%)3 — 00.

> Isto ndo implica que com alta probabilidade temos um tridngulo!

> Devemos usar Chebyshev para mostrar que o evento ruim {X = 0}
ocorre com probabilidade tendendo a zero.

> Como X conta o nimero de triangulos em G(n,p),
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> Dai,

Var(X) E[X°] - E[X T

2
El| Y Xs|-| > Xr||-E[XT
|S|=3 |T|=3
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> Dai,

E[X°] - E[X T

EN ;L:gxs) . (| Tiszﬂ X7

> Estimando o segundo momento:

e DAy SR

Var(X)
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> Dai,

E[X°] - E[X T

EN ;L:gxs) . (| Tiszﬂ X7

> Estimando o segundo momento:

e DAy SR

> Note que Xg -+ X7 =1 se, e somente se, S e T sao cliques.

Var(X)
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> Dai,
E[X°] - E[X T

EN ;égxs) . (| Tiszﬂ X7

> Estimando o segundo momento:

e DAy SR

> Note que Xg -+ X7 =1 se, e somente se, S e T sao cliques.

Var(X)

> Considere todas as possibilidades de escolher S e T de acordo com o
tamanho da intersecgao.
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> Possibilidades de escolher S e T (dado que E[X]* = n®p®):

[SNT| Figura

JAWAN

<

Alicia Amorim (Universidade Federal

(

Escolhas

n

3

) (
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n—3
3

)

Probabilidade

Contribuicio
E[X]?

[X]2 < E[X]?
E[X]2
n2p

~
~

< E[X]?

E[X] < E[X]2
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> Possibilidades de escolher S e T (dado que E[X]* = n®p®):

[SNT] Figura Escolhas Probabilidade Contribuic¢iio
n n—3 6 E[X]?
0 /_\, A (5)-("37) p Xl
[X]2
1 ] <n° ° ¥ <EXP

4 5 ~ ]E[X]2 < E[X]?
2 -<]> <n p N

n°p

3 A (g) p3 E[X] <« E[X]?

> Assim, quando n — o,

Var(X) = E[X’]-E[X]’ < E[X]>.
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> Segue da desigualdade de Chebyshev que

P(X =0) = P(X =<E[X]/2)
<= P(|X -E[X]| z E[X]/2)
4Var(X) 50
E[X]? 7

quando n — 09.
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> Segue da desigualdade de Chebyshev que

P(X =0) = P(X <E[X]/2)
< P(X -E[X]| = E[X]/2)
4Var(X) 50
E[X]? ’

quando n — 09.

> Portanto, {X > 1} ocorre com alta probabilidade; i.e., com alta pro-
babilidade G(n,p) contém Kj.
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Outras Aplicagoes do Método Probabilistico:

e Sorteio de Grafos;

e Método da Alteracio;

Método da Concentragao;

Lema Local de Lovasz;

o Escolha Aleatoria Dependente.

As desigualdades de Janson;
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